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Let f be an integrable function of the d-dimensional torus and let C, be the 
Fourier coefficients of ,f (m= (m ,,..., m,)EZd). We denote by .4 =n;‘_, {ON,]; 
(N, ,..., N,,) E Z”. A Toeplitz matrix associated to f and A is defined by 
(m, m’) = ((m ,,..., m,,), (m; ,..., m;)) E n x A. The asymptotic development (with 
order d) of the trace of (r,(f))-‘, as jn( = Card n tends to infinity is given when 
,/= (PI -* and P is trigonometrical polynomial. We denote by Tr, the trace of the 
matrix and we have the main result of this paper: Tr(T,,(f))-’ = 
IAlao(f)+lAl”’ I”’ a,(.f)+ .‘. +lAl”‘mk)#” ai( ... +ad(f)+O(l). ‘( 1986 
Academac Press. lnc 
Soit Ud le tore g d dimensions, f une fonction positive de L1(?Td), 
m = (m, ,..,, md) E 77” et C,(f) = C, les coeffkients de Fourier aux points m. 
Soit LI une partie hie de Zd, on dkfinit la forme de Toeplitz associke if 
par: 
oh do est la mesure de Haar sur Ud. 
On note par Tn(f) = (C,- ,,), ( m, m’) E (1 x (1 sa matrice: on l’appelle 
matrice de Toeplitz associte if: 
1 
Soit N = (N, ,..., N,) un tltment de Z”, . On ktudie, lorsque 
A = l-l,“_, (0 ,..., Nd}, 1 e comportement de la trace de (T,,(f))- ’ (~4 condi- 
tion que l’inverse existe) quand inf Nj tend vers l’infini. Dans le cas du 
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tore T, Szegii [2] ttablit le theoreme suivant (avec quelques conditions 
restrictives surf): 
lim (log(det T,(f) - Tr T,dogf)) = C I4 lC,(logf)l* 
N - x ,) _ x 
(06 det = determinant ). 
Nous proposons dans ce travail deux resultats: 
A 
Lorsque ,f=/gj’, avec g”EHr, CInEhc; I(l/g)^(m)j-+X et 
c mt Z~ (C,*= I wzk) ( (l/g) A(m)l’ < co, nous obtenons un developpement 
asymptotique avec deux termes, le multi-rectangle tend “vers l’intini” dans 
toutes les directions de Z$ de man&e differente. On note T,( l/f) la 
matrice de Toeplitz associee a l/f, et m = (m, ,..., m,), on a: 
lim ‘fi (N,+l)’ ‘M) Tr(( TN(f)) 1 - T, 
Id N, + 00 
I</=sd r=, 
(ak sont des nombres positifs caracterisant le mode de croissance des “rec- 
tangles” A, quand inf N, tend vers l’intini). 
B 
Le deuxieme resultat, qui est aussi le principal, est un developpement 
asymptotique de la trace a l’ordre d, qui correspond a la dimension de l’es- 
pace. Dans ce travail, nous supposonsf= l/IPJ’ ou P est un polynome tri- 
gonometrique, une extension a f = 1 g12 oh g E H” est en preparation. 
+a,+o(l). 
2 
Le comportement asymptotique de Tr( T,,(f )) ~’ permet d’obtenir un 
theoreme limite de Szego, sur les determinants ainsi que cela a Cte fait dans 
un article de Widom [7] dans le cadre du tore Ud et de R”. Cette idte est 
reprise ici, et l’effort portera sur le developpement asymptotique de la trace 
a tout ordre. En effet, nous avons donne, dans une precedente note [4], un 
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dtveloppement asymptotique de la trace de l’inverse, avec deux termes, et 
nous avons pricisi: le calcul qui rendait ce d6veloppement tquivalent au 
thtorirme limite sur les dkterminants (et plus gtntralement pour 
Tr F( T,,,(f)) oti F est une fonction analytique telle que F( T,w(f)) ait un 
sens). 
Ce point de vue permet de s’attendre, dans le cadre de ce travail, i un 
dtveloppement asymptotique du dbterminant (respectivement de 
Tr F( TN(f))) d l’ordre d, comme con&quence du rksultat &on& en B. 
3 
Le thCor&me limite de Szegij sur les diterminants g&&alisi: i Ud et g RY’ 
(dtveloppement avec deux termes) a tttt Ctabli par Linnick en 1975 [3]. 
La m&me annke, la gttntralisation g 5V’ de ce thkorkme est proposCe par 
Widom [5], avec des conditions plus g&n&ales surf (transform&e de Fou- 
rier du symbole) qui permet de dClinir l’opirateur de Toeplitz. 
4 
Le champ d’applications de tels rtsultats est important, il suffit de se r&f&rer 
d l’abondante littkrature concernant le thtorime limite de G. Szegii. Signa- 
lons toutefois deux applications rCcentes: 
(i) une application aux statistiques pour Ctudier la qualiti: de I’ap- 
proximation (due i Whittle) de la vraisemblance d’un champ alitatoire 
gaussien. 
(ii) une interpritation de l’entropie en cristallographie a l’aide du 
thkorkme limite de Szego (Entropie de Burg). 
5 
Les rCsultats les plus importants et les plus dt?cisifs concernant le com- 
portement asymptotique du dkterminant sont obtenus par H. Widom 
(1975-1981) oh le lien a bti: fait avec d’autres domaines et d’autres opkra- 
teurs (optrateurs pseudo-diffkrentiels) sont mis en Cvidence [5-71. 
Ainsi, dans le cadre le plus g&n&al (variCtts riemanniennes), Widom pro- 
pose un d&veloppement asymptotique g un ordre quelconque et oh les trois 
premiers termes sont explicit&. 
I1 serait inttressant d’btablir un pont entre les deux points de vue. 
Les mbthodes utilistes ici, dans le cadre discret, se basent sur des id&es 
gkomktriques: intersection de sous-espaces de Hilbert, angle de sous-espa- 
ces, etc. 
Je tiens g remercier particuli&ement le Professeur D. Dacunha-Castelle 
pour l’intCr&t qu’il a porti g ce travail et pour les encouragements prodi- 
guts au tours de la rtdaction de cet article. 
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NOTATIONS ET DEFINITIONS 
a 
Soient f > 0, fe L’(Ud), d un entier superieur ou egal a 2, A une partie 
finie de Z; = { m = (m ,,..., m,), m,> 0, j= l,..., d}. 
On designera par E, le sous-espace vectoriel des polynomes trigonome- 
triques a spectre dans A. 
On pose pour m = (m, ,..., m,,) E Zd et (0, ,..., 0,) E 71”. x” est deiinie par: 
y(@, pifl? ,..., @d) = e~~~~, (m,.~,j, 
VhEL’(P), h-C,,. gd cx,,~“’ (serie de Fourier de h), on pose 
ce qui detinit n, comme projecteur de L’(T”) sur E,,,. 
On definit la matrice de Toeplitz associie a ,f‘ et a la partie A, qu’on 
notera r,,(f), comme la matrice de l’operateur: 
VP E E,, > ~./l(.f)P = ~/lfP. 
b 
On note dans L2(lJd): 
Hz+ = {hEL2(Ud), h-~x,,,X”,rnEZ$} 
et P le projecteur orthogonal de L’(U”) sur Hz+ 
H2-~ =yH2+ 
Entin: ’ 
et Q le projecteur orthogonal de L’(U“) sur cet espace. 
fi2- = L2(lJd) @ H2+ et P =I-P, 
f12+ =L2(Ud) @ H2- et P, =I-Q. 
INVERSION DE LA MATRICE DE TOEPLITZ 
a 
L’idee generale pour inverser r,,(f) peut etre la suivante: on construit 
dans L&,(lJ’) un sous-espace K de dimension finie tel que 
E,={8/fAkK}. 0 n considere la decomposition suivante: 
I&(U’) = K@ K-‘~. (1) 
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On observera que Z,:,,(T”) c L1(Td) du fait que f E L’(Td) et de l’inega- 
lite de Schwarz. 
Le sous-espace K’ est alors compose de fonctions $ E L&,(W’) veriliant 
$(k)=O, VkEA. (2) 
En effet soit $ E K’ et 8 E K, on a: 
J dd*=O .f (a mesure de Haar sur Ud). 
Comme par construction tout polynbme EE,, s’ecrit 0/J la relation (2) s’en- 
suit. 
Soit P, le projecteur orthogonal de L:,,(U”) sur K et q E E,. On ecrit 
P, q = fp oti p est un polynbme de E,,, . On decompose q suivant la somme 
orthogonale (1): 
s=fP+4-.fb. 
On a d’apres (2) 
q = P,,q = P,,Jb = TAf 1 P = P, P,q 
Ceci montre que Tn(f) est un operateur surjectif sur E,. Comme nous 
sommes en dimension finie, il est inversible et: 
p=(T/l(f)) ‘q=(Uf)P,q. 
b 
On notera dans la suite H” l’espace de fonctions detinies sur Bd qui sont 
limites au bord de fonctions analytiques et bornees dans le polydisque- 
unite. On suppose f = (81’ avec g” E H”. Soit N = (N, ,..., Nd) E Z$ , on 
prend 1 = (1, l,..., 1 ), A = n;‘= , { 0 ,..., Ni} et on note E, = E, . 
LEMME 1. Posons K=gH’ngX”” H2 ~. Le sowespace K vhjie alors 
les propriPtPs d&rites en a. 
Preuve. Comme g” E H” gp’HZi = H2’ et SP’ HZ- = H2--. Soit 
#EK, alors &f=$/lgl’et d/lgj2E(l/g)H2+ n(l/g) xNC’H2-- =E,,,. 
Remarque. On peut ecrire K = g( H2 + n (g/g) xN + ’ H2 - ) = gK,. On note 
par PKo le projecteur orthogonal de L2(Ud) sur K,, on a: 
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C 
I1 ne reste plus qu’a expliciter P,. 
Posons fpN=xN+’ g/g. L’orthogonal de K, dans L2(Ud) s’ecrit: 
K,- =fi*- +dNH2+. 
SionposeL,=A*+n(R*+ l@,is*- ), ou aussi: K, = fi2- @dNLN. On 
remarquera que L, = P+(4, H*+ ). Ainsi pour tout $ E L2(Td) on a: 
ci) PK~(~)=~-1im,-,(8,,,+~NP+(~N82,,)). 
Avec Vn > 0, 0,,, E A’~ et ti2,, E H*+ (n entier). 
LEMME 2. Soit $ un PlPment de L2(Td). Pour qu’un Pltkent de I&, not& 
P, soit la projection orthogonale de $ sur ce sous-espace, il faut et il suffit 
qu’il existe deux suites. 
(81,n,)ns N c A’- et (02,n),,E N c H*+ telles que. 
(i) lim,,, (8,,, + #,P+ dNtiZ,,,) existe dans L2(Ud). 
(ii) lim, _ J; (P+(6Nel,n) + P+6Ve2,,~)) = P+(6N+). 
(iii) lim,, _ ~ (@I,, + ‘-~ 4NP+ dN02.n) 
et la projection est don&e par: 
Preuve. (a) Les conditions sont necessaires: si PK,,($) est la projection 
de $ sur K,, la relation (1) dans c. implique (i) et on obtient (ii) et (iii) en 
ecrivant que 
PKO($) E H2+ et P/&)E~NH*-. 
(b) Les conditions sont suffkantes: La condition (i) montre que si on 
pose pKo(lc/) = II/ -1im,+m(81,n + bNP+ 4d2.n) alors Ic/ -PK&$)E & et 
les conditions (ii) et (iii) montrent que PKO(t+b) E K,,. 
Les equations (ii) et (iii) du lemme impliquent 
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Remarquons we L, = (I-P+4,P.q5,) HZ+, et on a 
P+& Pp cjNL,,, c L,. Notons par H,,,, la restriction de II/ + P d,,,Ic/ A L,. 
La restriction de l’operateur 0 -+ P, 6, P dNd zi L, est egale a Hz, H,,, 
FR~PoSITI~N 1. On suppose que f = 1 g/' aver g” E H”. Alors 
(i) I1 existe une constante positive M telle que 
VNdd,, IIH,,\ II 6 ~1 < 1. 
(ii) L’opPrateur TN(f) est inversihle et d’inverse: Vq E E, 
Preuve. (a) Montrons que pour tout NE Z: , I( H,, /I < 1. D’apres la 
definition de l’operateur H,, ceci equivaut a montrer que ii’ + dNLN est 
ferme pour tout NE Z$ . D’apres ce qui precede ce sous-espace est le meme 
we 
La fonction g * ’ E H” par hypothese. Ceci implique que gi?* = pi’ et 
gx 
(N+l)j72+ =X(N+l)f12+. 





Nous avons alors: 
R2- +x’ N+l)p2+ =7 @ (X(N+liH*+ 0 (j3- ,x’.b+I’fi2+)), 
11 suflit en effet de remarquer que: 
x (N+l)fi*+ 0 (i7*- nX’N+I)fi*+)=H2+ @ ENc(f$* )’ 
(E, est le sous-espace des polynomes trigonomttriques delini ci-dessus). 
Ceci demontre que P+$,Pqh,j?2f est ferme, done 
IIf$HH,,\ II < 1. 
(b) I1 existe un nombre c( positif tel que VN E Z”, , 11 H,, II d z < 1. 
Posons pN = IJH,J/, nous avons vu dans a) que pour tout NE Z$ , 
pN < 1. Supposons que (pN) ne soit pas uniformement bornte par cx < 1. I1 
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existera alors une sous-suite inlinie (Nk) d’tlements de Z”, et une suite 
Ic/!i E LB, avec i/tik // = 1, telles que: 
Posons $; = xhi+Gkr R2+ = ker(Z- Hf, H,,)@ Im(l- H,*, H$,). Projetons 
*; sur le noyau et I’image: *; = I& + *;-,2, on a: 
Hd,vk(lC/k) =P- 4NkGk = P- 4, rC/;.r + P 4, h.2. 
Comme $;,, E ker(l- H,*, H,,) = i?+ @ 6, fi2-, on a P -.q5, $;,, = q5,11/;,, 11 
s’ensuit que: 
(4, !b;.,, p- d,!Kz)= (d,$b.,, 4,KL2)=0 
et l’hypothese ( I ) devient: 
lim ~~-llrt/~.~l12-ll~-~~~It/h.zl12~=~. k - 7 (2) 
En posant 1 = 111& (I2 + I( $;,2 /I2 = /( II/; (( ‘, on a: 
(3) 
Montrons maintenant que pour tout k, jf11/;,2 /I # 0. 
En effet, supposons le contraire, c’est-a-dire que $; E A2 n 6, A’-, on a 
aiors 
Cela n’est possible que si $k E H2+ n 4Nk Hz- = (L,,,)‘. Comme par 
ailleurs lClk EL,, ceci implique tik = 0, or ll$k 11 = 1 par construction, 
I’hypothese faite est done absurde et on a bien IjlC/k.2 Ij # 0, Vk. 
Nous deduisons de (3) la relation: 
pour une suite ($~,2ill~~,2 II LO dans L., . Mais ceci equivaudrait au fait que 
/I H,, I/ = 1. Ce qui est contraire a ce que nous avons etabli dans a). 
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Montrons (ii) 
Now allons utiliser le lemme 2. Posons 
$p= f, (HZ,, Hdk P, $ivf’ ; 
k=O 0 
Les sommes II/, viritient les conditions du lemme 2. Posons P, Q~,,,H,,~ = $,, 
et 8 1.p = Pp(dd - uhN~p). cc omme II/,, E Im(l- H&, H,,), 02,1, E H2+ 
existe pour tout p.) 
Les sommes $p convergent d’apres (i), il s’ensuit que les conditions (i) et 
(iii) du lemme sont satisfaites. 
etudions la condition (ii) du lemme, on a: 
On a par construction de $,,: 
(~-P+~,P~~,)~,=(-(~-H,*,,H,,)“+‘)P+~,~P ; 
0 
Le fait que I/ Hz.+, H,, /I < 1, implique (en tenant compte de Pm = I- P): 
lim (P+($NIYI,p) + P+$NQ~,p))=P+(4~$). 
P-7- 
Ce qui est la condition (ii) du lemme 2. En tenant compte enfin de la 
relation: 
on obtient l’expression annoncee de l’inverse de T,(f). 
La prochaine Ctape sera consacrte a l’etude du compotement asymptoti- 
que de la trace de (TN(f))- ‘. 
COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA TRACE DE (T,(f))-' 
I. DCveloppement asymptotique ci l’ordre 1 
(a) Notations. Soit N= (N,), j= l,..., d, un multi-indice dans Z”, (Z + 
est l’ensemble des entiers positifs ou nuls, d entier positif tixe). On considere 
5 ,,, = n,“_ 1 [ON,] c Zd, et on pose V(N) = card 7N = n,“=, (N, + 1). On 
suppose lim(N,) = co, et lim,,,(,,) - z (Nk/V(N)“d)=~k>/O, k= l,..., d. 
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Le symbole Tr signifie trace d’un optrateur (les operateurs considerts 
dans la suite seront de rang fini). On rappelle enfin que E, est l’ensemble 
des polynbmes trigonometriques a spectre contenu dans le multi-rectangle 
'N. 
(b) Rbultat. On a alors un premier thtoreme qui donne un dtvelop- 
pement de la trace de (r,(f)))’ a l’ordre 1 (deux termes) et qui est 
equivalent au theoreme de Szego sur les determinants. 
Ce rtsultat generalise un peu celui qui a ete obtenu dans une prectdente 
note (4), en ce sens que le multi-rectangle TV varie differemment suivant les 
directions de Z”, lorsque inf Nj tend vers l’infini. Cependant la geometric du 
domaine reste simple pour l’instant. 
THBOR~ME 1. On suppose toujours f = lg(’ et g* ’ E H”. Soit p, Ie coef- 
ficient de Fourier de l/g au point m = (m, ,..., md) de Z$ . 
On suppose en outre w CmEr: IB,I < +a et 
c ,,,E ,:(Ci= 1 mk) lamI < 00. Soit 71~ le projecteur de L’(T’) sur E,. On 
pose pour tout q E E,: 
A,,,(q)= TN ’ (9)> 
G) 
A N.,(q) = -7cN 
0) 
1 
,,,& V(N)‘- ~,d~~((~N(f)) ‘-AN,, -A,,,)=(), 
(ii) lim 
1 
mfN,+ oc V(N)’ ~ “’ Tr  ((TN(f))- ’ - TN 
Preuve (Montrons (i)). Posons A”,(q) = nN(q//g12) - 7cN(( l/g) P_ (q/g) 
+ (l/g) p$Np+$Np(q/g)) et pour nE7,?,,3 en=f. 
On a d’apres la proposition 1, 
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D’apres la proposition 1, il existe une co&ante positive K telle que VN, 
C;z, IIH,, II’ G K. 
Etudions dans le second membre de l’inegalite la somme etendue 
a rN. On definit, pour L=(L,,..., L,)EZ$, l/gL=CmtrL ~m~“(t,.= 
n,“_, [OLj]). Comme l/gEL’(U’) on a lim,,,,,,,, 11(1/g)- (l/g.)112=0 et 
d’autre part la condition C I/I, 1 c= tco implique lim,,,,, _ , il( l/g) - 
(l/g,) II 5 = 0. 
Ces deux limites nous permettront d’approcher l/g par l/g, dans la 
suite. La preuve de (i) se fera en deux Ctapes. 
Soit maintenant L = (L, ,..., Ld) E T,~, et decomposons sy en deux sous- 
ensembles: tN = 7jV,L u (t,V\,~, L) oh T,~,~ = fly=, [L, N, - L,]. 
ktupe 1. Majoration de (l/T/(N)’ I’“) C,ltT,V,,. (lP $NP+$YP(e,/g)li2. 
Utilisant le fait que P = I- P , on Ccrit: 
Si n E z,v31. alors P + j” + ’ (g/g,) P (e,,/g) = 0. En effet soit h E I?’ + : 
Comme l/gL est un polynbme trigonomitrique de spectre contenu dans tL, 
on a x N+l(g/gL) hqN+’ A” et Pm (e,/g)~x”H’~, mais HZ- = (R’+)-, 
il s’ensuit que le produit scalaire ci-dessus est nul pour n, < N, + 1 - L, 
(j = l,..., d) et en particulier pour n E T~.~. 
On a d’autre part: 
-N+I 
=P-4NP+ Xe 
i i g * 
-p4Np+xN+’ (j-=)&T (2) 
on procede comme ci-dessus et on ecrit: 
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et on remarqueque P~~~+‘g/g~P+i;C”+‘/g)e,,=O, sin,>L,(j=l,..., d). 
Ainsi pour ~ET~,~ on a la majoration suivante 
On remarque que (I P, (;CcN+ “/g) e,, \I2 = C,, z: in IILl (z,,,= 
nf= , [OnJ ), n’ = N - n, et 
On obtient alors C,.,,+,, Il~+~~l?N”/~~~,~l12=C,.,~,, IIP~(e,/g)ll*. On 
peut d’ailleurs majorer ces sommes par des sommes ktendues B 7’N et on a: 
dans la partie (ii) nous montrerons que 
lim 
mfN,- r 
En faisant tendre inf N, et inf L, vers l’inlini on obtient: 
1 2 
lim 
mfN,- x V(N)’ ~ ‘- 4NP+ 4NP ; - Oil 
=o 
ce qui achkve I’ttape 1. 
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&ape 2. Majoration de: 
Posons dN,L = (gL/gL) f + ‘. On a 
( II “E TN\W.I ( 1 
,2 I.2 
+ c Pm.#NP+4N.I.P ; -P-hl,LPdL,LP 2 ( )I) 
(2.1) 
tenant compte de l\~N-(bN,L/I~c:221(l/gl.)l/s~ II(l/s)-(l/gL)/IK. L’ewes- 
sion (2.1) ci-dessus est majorte par 
On obtient la majoration suivante 
t2.*) 
Majoration de C,,tTNS,rN,L IIP ~,.,P+cb,.,.P((e,/g,))/12. Quelques remar- 
ques d’abord, on tcrit: 
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lPm(z),h)=i(e,,k)=O sini>L, 
de m&me P+((XPNf’/gL)eH)=O si ni<N,-L, (i= l,...,d). 
D’autre part P-$N,LP+(jpN+‘/gI.) e,) =0 si n,> Li, i= l,..., d. En effet 
soit hEfi*- 
p- dN,Lp+ 
;C(N+ 1) -N+ I x P,-- en, x 
gL 
Comme l/gL est un polynbme trigonometrique de spectre contenu 
dans nd=, [OL,], x -‘.““)(gL/gL) hEX m(N+‘)+L f?‘-, d’autre part 
p+(JX~‘.~+li/~‘e,,)EX~ (N+l)+nH2+ et les deux sous-espaces sont ortho- 
gonaux si nj 3 L,, i = I,..., d. 
On a aussi P, cj,,,, P (e,/g,) = 0, si n, < N, - Lj. En effet, soit h E li2 +, 
Comme ci-dessus on a P (e,,/g,) E~‘H’ et (gL/gL) xN+ ’ 12 E xN+’ ~’ 
ri’ + et ces deux sous-espaces sont orthogonaux si n; d N, - L,. 
Ces remarques montrent alors que Pm (dN,L P, qJN,LP(e,l/gL)) est nul si 
n 4 S,v.21 avec 
s.N,2 = =N 
L’etude de la somme precedente se reduit a l’etude de la somme sur S,., 
et on a la majoration suivante: 
On en deduit la majoration cherchte. 
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Now allons montrer que le 2” membre tend vers 0 quand inf,= ,,,,,.d N, --f cc 
et infL,+ co. 
f?valuons card SN,* : 
SN,2= {n=(n,,..., nd)cTN/3(i,j), i#j; (n,,n,)~ [OL,] x [N,-L,+ lN,]} 
mais card(COLl x CN,-L,+4’,1 x LIjk,k~Z~i.,~,k=, CON,l) = L,L, 
rI&)+ (r,Jj,k = l Wk + 1). Or G2 est forme d’une reunion fmie de tels sous- 
ensembles. 
On en deduit que 
lim 
card S,,, card SN,2 
mr~,-cc l’(N)‘-“d=mr’:,“,, n:‘=, (N,-+ I)‘-=” 
Calculons maintenant 
lirn cardhAd = lim llJ’c,(N,+l)-n,d=, (Nj-2L,) 
1nf N, - T V(N)’ ~ I” ml Iv, + x (n:‘= , (N, + 1))’ ‘Id 
Les L, etant fixes il est clair que cette limite est bornee. On obtient 
finalement, en faisant tendre aussi inf Li vers I’intini: 
lim l/V(N)‘P”d =o ml N, - x 
ce qui acheve l’itape 2. 
Les resultats des ttapes 1 et 2 montrent que 
2 
lim l/V(N)] -lid =o 1nf N, + LX 
ce qui prouve (i). 
Montrons (ii). Calcul de limi”rN,, a l/V(N)” W’ X,,,,, II P (e,/g)l12. On 
a vu prectdemment que 
e, ’ /I (Ill P- -r g =,,s., IiLl + n (L= ii P41). ,=I 
Soit E > 0, il existe un element L 6 Z$ tel que xm + TL (C:‘=, m,) 
IBrnl,Jnd12 < &. 
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Ceci decoule des hypotheses du theoreme, soit N tel que L E tN. Soit a 
etudier la somme 
,y c IPm12. (1) “ESN mdd,\r, 
Decomposons cette somme sur TV = zL u (z~\T~), on obtient: 
oti card C>, 1 et &IN(C)= {nET,, V’IEC, n,> L,). 
Comme par hypothese C,, L ; I/?, ( 2 est tinie et card tL ne depend que de 
L, la premiere somme dans (2) est finie et ne depend pas de 
N = (N, ,..., NJ. 
ctudions la deuxieme somme de (2). Nous avons: 
c ILLI*= 1 ( 1 Ix li(-,,J) 
m E n”, \,r. SC {I...., c/J IEB( lEB In, L n, m, > “, 
oti B’= { I,..., d}\B. 
Fixons C tel que card C = d- 1 et B = {I,} = (l,..., d}\C et notons par 
Z(B, C) la somme suivante 
44 Cl= 1 c 1 LIZ= c c 1 IPm12. (3) 
n E s%(C) ic B’ = C m,,, > q, /EC L,<fl,<N,-L, m/o > “io 
m,<n, mi<ni 0 s iTo i L/t, 
Pour n fixe dans dN(C), considtrons la somme suivante: 
lBm12. (4) 
L/ < n, < N/tq > n,” 
0 s “,() i Li” 
La premiere quantite du second membre de (4) s’ecrit: 
c (m~,,~m,18ml’+(L~o+ 1) 1 IU’) 
W<L/ q > 1.1” 
= c m,, IP,I”+(L,“+1) 1 lPm12 
mltrL W” > Ll” rn/<L/ 
Mais (L,+ l)Cm,n,Lo,m,<L, IB~12~Cm,~~L,0,m,~o~, ILIz. 
5XO’h7.3-X 
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Or L a tte choisi de sorte que Cmroz Lb,m,> ,, WI,, Ifi, I2 < E. La deuxieme 
quantite du 2eme membre de (4) se traite de la meme man&e: 
Pour evaluer (3) il faut sommer (4) sur n’ E~,..[L,N,- I,/]. Mais 
toutes les quantites dans (4) sont majorees independamment de N. On a 
alors 
d card n [L,N,] (L,” + 2) E. 
/EC 
Passons aux limites avec inf N, + co: 
lim card n [L/N,] V(N)‘- ‘Id 
infN, + n. 
/EC 
I- IJd 
=,,,;,eIc n (N,-L,) 
/EC 
11 vient done en faisant tendre inf N, et inf L, vers l’infini 
lim (Z(B, C) l/V(N)‘~‘ld= fi IX, c 
infN, - x 
m/o IP, 12. 
iz 10 mePd+ 
,=I 
Examinons maintenant la situation ou B et C sont des parties quelcon- 
ques de {l,..., d) et ne verifiant que B n C # (21. Soit toujours I, un point de 
BnC. 
La modification dans l’expression I(B, C), que l’on notera alors T(B, C), 
dans (3) est la suivante: 
INVERSION OF TOEPLITZ MATRICES 397 
ceci grace a la definition de s!~(C), expression qui est par ailleurs majoree 
par C m,o>L,~wcJ I&J*. 
L’expression correspondant a (4) est majoree par CrniaO Cm,O, + 
m,, I/?, 1’ qui est par hypothese inferieure a E. 
Entin I’expression correspondant a (3) est majoree par 
KL (I,..., d}\/o (N, - ~5,)) E et on obtient en faisant tendre inf N, et inf L, vers 
l’infini: 
,,rh~ oL, 1/V(N)‘- ‘ld7tB, C) = 0. 
Les limites qui sont differentes de 0 correspondent aux choix de 
card C= d- 1 et B= {l,..., df\C= {lo}. 11 sufht de faire varier 1, dans 
{I,..., d} pour couvrir toutes les situations et comme par ailleurs dans le cas 
ou les limites sont nulles le choix de B et C est tini on obtient tinalement: 
lim 1/I’(N)‘- ‘Id 
infN, - z 
= ,,,Fzd (Z fI aj) mk) IP, ... nl,,12. + j=l 
j#k 
Pour achever la demonstration de (ii), il reste a montrer que: 
lim l/V(N)L-‘i” 
llIfN, - a 
La somme dans (5) s’tcrit: 
Posons, Vq E E,, 
W,(9) = U,(q)- V,(q) = 7cNP+ $NP i - n,P+ (9) (7). 
Comme P_ = I - P, on a aussi 
(6) 
wN(q) = 71N (p+ $NP- (;)) 
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L’expression (6) devient alors 
/I~,ll2,.,- II~,II~.s=~II~N/lH.S- /I~,/IH.S~~I/~NIIH.S+ /I~,/I”.s) (7) 
(H.S = norme Hilbert-Schmidt de l’optrateur ). 
L’expression (7) est alors majoree en valeur absolue par: 
11 wN 11 H.S( I/ wN 11 H.S + 2 /I v, I/ H.S) (8) 
avec 
et 
I1 faut maintenant calculer 
lim l/V(N)’ I” // V,v /I &,s et lim 
ml N, * a InlN, -~ ,x l/V(N)’ ‘jd II w, II ‘H !j 
La premiere limite, qui a tte etablie pricedemment, est finie. kudions la 
seconde limite: 
Dans (i) now avons decompose T,~ = s~,~. U(T,~\T,~~,~). Pour n E T~,~., on 
obtenait : 
On obtient alors, comme dans (i), lorsque inf N, et inf L, (L, < N,) ten- 
dent vers l’infini: 
lim l/V(N)‘~ “’ 
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Pour n E T,\T,,,, on approxime IIP+~NP-(en/g)ll par 
IIP+J,P-(e,/g,)(l, puis on evalue 
2 
l/V(N)' - 'jd 
c II "B rIv'\Tx,L 
P+$rP- 2 
( Ill 
Comme precedemment, l/gl. etant un polynome trigonometrique de 
spectre darts TV, P, iLP(e,/,sj,) est nul si n $ S,,, = ~,~\(n~=, [0 N,- L,] 
X IT:‘= 1 CL, Njl). 
L’expression (9) est majoree par: 
1 2 
card S.,,/V(N)‘-“d. - , 
II il tTL 2 
quantite qui tend vers 0 lorsque inf N,+ ~, comme cela a ete etabli ci- 
dessus. 
Ce qui precede montre alors que la limite dans (5) est bien nulle, ce qui 
acheve de demontrer (ii) puis le theoreme. 
II. D~VELOPPEMFNT ASYMPTOTIQUE A L'ORDRE d3 1, DE (TN(f))-' 
Nous donnerons dans cette partie un developpement asymptotique a 
l’ordre d (d = dimension de Zd) de l’operateur (TN(f)) ~ ’ relativement au 
cardinal de zN = no’=, [0 N,], qui tendra vers l’intini. 
Ce developpement comporte d + 1 operateurs. Ceci nous permettra d’ob- 
tenir le developpement asymptotique a l’ordre d de la trace de (TN(S)) ~~ ‘. 
Notations. Les operateurs A,V et A,V,,, k = l,..., d. Pour tout polynbme 
trigonometrique q E E, on definit: 
A,(q) =; f’d,(I- H&HH,,)-’ P, 4,vP 
Soit L= (L,,..., Lj)EZZd+. On suppose que l/g est un polynome 
trigonometrique qui s’ecrit: 
$=c B”,X”> m = (m, )...) t?qJ E TL = fi [OL,]. 
,=I 
Soit N = (Nr,..., Nd), tel que Vi, 2L,,< Ni. On definit les intervalles d’entiers 
I, par Ii= [OL,- l] ou Ii= [N,-L,N,]. 
Soit B c {l,..., d} et card B = k d d, on d&it les sous-ensembles T,,, de 
sN de la facon suivante: T,,, = iJec {,,...,,) t n,k ou t,, est le sous-ensemble: 
t n,k={n=(n,)EtN:V~jBB,njEI,et g(l,/‘)~BxB, telque 
Z,= [OL,- l] et Z,,=[N,,-L,+lN,]. 
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Les sous-ensembles EN,k de E,. On pose S,, = T,,\T,,, + , pour 
2 < k < d - 1, et SN,d = TN,d et on dtfinit EN,k c E,, comme sous-ensemble 
de polynomes trigonometriques a spectre contenu dans SN,k et enfin les 
opkrateurs A N,k sont les restrictions de A, a E,,,. 
L’operateur E, 3 q --+ P,. H+,2L . P + $,, P( q/g). 
On rappelle que H42LP+ $zLP(q/g) = P-(g/g) X2L+1 P+(g/g) xzL+l 
P(qh3. 
Soient C et C’ deux sous-ensembles de { l,..., d} tels que Cn C’ = 4, card 
C<k card C’=d-k. On pose: 
WC, C’)= n COJLI n CLj + l 2Ljl n {L,}. 
LEC jt ( l,..., d}‘,Cu C’ It-C 
Soit maintenant le sous-ensemble de Ld detini de la facon suivante: 
Z(C) = f (m, ,.*., md) Zf : 3 E C, m, < O}(t” = Zd\Z”, ) 
ce qui permet de dttinir: 
H’-(C)= {hEfi*-;h^(m)=O,sim$Z(C)} 
et entin l’operateur P, est le projecteur orthogonal de L2(Ud) sur H*-(C), 
ceci donne un sens a l’optrateur ci-dessus: (On rappelle que 
V(N) = l-If= I (N, + 1)). On peut enoncer le theoreme suivant: 
THBOR~ME 2. Soit f = ( gJ 2, g * ’ E H”, on suppose l/g = xm E r,” fi, x”’ est 
un polyn6me trigonomitrique de spectre contenu duns TV = ny= 1 [OL;]. 
Alors pour k = O,..., d 
0) liminfN, + 3c (l/I/(N)l-‘k+‘)‘d)Tr[(T,(S))-l-C:=,A,,]=O. 
(ii) Les limites suivantes existent: (k 2 2), 
ak = lim 
1 
,n,-N,+ ~ v(/(N)’ -WTr(A,k) 
C’ c (l,..., d}, cardC’= k 
xnGQ; c, IIPcH,,,P+~,,P 2 
( )il 2 
et 
Tr(T,(f))-‘=a, fi (N,+ 1)+a,(Z7(N,+l))‘d-1)‘d+ ... 
1=1 
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Preuve du thCorPme 2. Montrons (i). On a, par definition des optrateurs 
A,,, pour k22: 
( 
(T,(f))-‘- i AN,, 
I=0 ) 
= i A,,. 
l=k+ I 
Cet operateur ainsi obtenu est la restriction de l’optrateur A, sur le sous- 
ensemble de E,, de polynomes trigonomttriques a spectre dans TN,k + , . 
Soit e, = x” = x’f’. . . xy. On a: 
Tr f A,,,= c (ANen, en> 
/=k+l n E TN.k + I 
= 
nt?-N,k+IP=l 
(H$NH,,)‘P+m,P(;), p,m,p(;)). (1) 
On peut majorer la trace dans (1 ), par: 
l=k+ I p=l 
l&e &ape. Majoration de CnET,.,k+, IIP+$NP((en/g))(12 (1). 
D’apres la definition de TN,k + 1 et fN,k + , , il sufht d’ttudier cette somme 
sur tN,k+ 1 (qui est !ixe grace au choix de B c ( l,..., d} et card B = k + 1). 
Soit C,, C2, C3 une partition de {l,..., d}. On suppose en outre que 
C,vC23B. 




et u(n) = (t?, ,..., fzd) oti 
ViEC,,tii=ni,VjEC2, fij=ni+2L,-N, 
et 
VIE c, , ii, = L,. 
Montrons ah-s que HP+ 6NP(e,/g)ll = I/P+ q&. P(e+,/g)ll. Posons 
402 
On peut done hire: 
A. SEGHIER 
Comme par ailleurs 
m, + II, ~ N, + ZL, n “& m/i-I-i, 
IEC3 
Comme A,(n) P(A,(n)/g) E Hz+, il s’ensuit que 
Posons A,(n) = nit., x m(Nc m2r-o n,,c, ~~~~~~~~~ 2Li), et montrons que 
P+ (~2LA~(n)P(~))=A,cn)P, (i,,P(y)). 
Comme SE A” et que le spectre de l/g est contenu dans n!=, [OL,] = TV, 
celh entraine que $,, = (j/g) jzr. + ’ appartient A (nP= , x ~ lLl+ I’). JT” On 
peut done krire: 
Soit Q=Z-P,. On a 
Q(6 
En effet: 
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Comme n, - (N, - L,) 6 0, le projecteur Q appliqut A 1’Cltment ci-dessus ne 
va modifier que les coefficients y, tels que mi 6 L,, on a ainsi: 
On observe ainsi que 
on en dtduit la m$me relation pour le projecteur P, = I- Q et on obtient 
l’lgalitl annonctte, en posant A,(n) = eucnl. 
2Pme Ptape. Comme u(n)EU(tN,k)=n,..,[OLi] n,.,-,[L, 12Lj] 
ILc, {L,} we card U(fN,k) = njG~l Li njEc, Lj et que card(C, u Cd6 4 
il existe une constante M indtpendante de N telle que 
et on a 
avec cardC,uC,>cardB=k+l, card C,<d-k- 1 (V(N)= 
II:‘=, (Ni+l)), 
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Comme par hypothtse limiDrN,, ,(Ni+ l/V(N)“d) = cli et liminlN,+ m 
V(N) = co, on obtient 
lim 1 ( c ~p+4Np(;)~I’)=o. 
infN,-cc V(N)lpkid nefN,k+, 
Comme le sous-ensemble TN,k est une reunion finie de sous-ensemble tN,k, 
on a de m&me 
lim l ( c ~~~+mN~(~)~~‘)=o 
infN,+cc V(N)lMkld ntTNk+, 
et enfin, comme VN, C;=, 11 H,, 11 2p < K < co 
lim 
1 
mf‘v, - c V(N)’ ~ k’d 
(TN(f))~m’- i A,,, =0 
/=O 
ce qui montre (i). 
(ii) Montrons que liminrN,+ ~ (l/V(N)’ -k’d) Tr AN,k existe. Posons 
$, = P, 6, P(e,lkT), on a: 
Fixons un sous-ensemble C, de { l,..., d} tel que card C3 = d- k et soit 
C,, C2, C3 une partition de {l,..., d} = C, u Cz u C,, on definit un sous- 
ensemble s,+,~ et S,,,, de la facon suivante: 
s N.k = {n = (n,,-,, nd)ESN.k:viEC,,O~nj~Li-l; 
VjjC2,Nj-LI+ldn,<N, 
VleC3, L,<n,dN,-I}. 
Nous avons defini dans (i) les fonctions A,(n), A,(n) et A,(n) 
(A2(n) A,(n) = n;“=, x”‘-~~I) et nous avons ttabli que: 
htape 1. Etude de H,N$, = P- dN P, q6,P(e,/g), quand N = (n, ,..., nd) 
est dans un voisinage de l’infini. 
On a Hg,dn = P- A,(n) H,zL$ucnl. (2) 
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$ > h = W,,h,JG. 
RemplaGons $n par la quantitk correspondante dans (1): 
(rl/,, $,A) = (n,(n) IC/u(n,, A$,) = <n,(n) 4u1c/.(,p h) 
= (P-A,(n) 4x$,(,,, h). 
Ce qui montre la relation ci-dessus. 
Comportement de l’expression (2) au voisinage de l’infini. On a, en 
posant h = p,..., p, 
13 = lip- AAn) f$,,IC/, II2 = 2 I (HIZL $uc,,, ;Tz(n) h)l’. (3) 
hcf? 
DCfinissons un sous-ensemble de Zd de la fagon suivante: 
Z(C,) = {h..., m,)EZd,3i~C,,m,<O} (Z” = z”\z*, ), 
ce qui nous permet de dtfinir: 
HZ-(Cl)= {he H2-, h^(m)=O, sim$Z(C,)}. 
La somme dans (3) se d&compose: 
1, = c I (ff,,,II/u,np &(+,)I*+~ IWd2L$ucn,, ;f,bIh,>12 
oti la premikre somme est ktendue aux klkments h, E HZ (C,) et la 2” 
somme aux Cltments h, E fi2- @ HZ- (C,). 
ConsidCrons la seconde somme, c’est-A-dire celle qui est &tendue aux 
Mments h, = x;” . ~2, oti 
m = (m, ,..., md) E P\W1 1 
= {(m ,,..., m,)Etd, ViEC,,m,>O). 
lkrivons maintenant zd\Z(C’,)= 52, uSZ, oti Q, et Q, sont disjoints et 
Q,= {(ml ,..., md)E~d\~(C,),3jEC2,m,<O}, 
Q2 = vd\aC,))\Q, 
= {(m, ,..., m,)E~d\~(C1),31EC3,m,<0}. 
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(a) Soit m = (m, ,..., rn,u ,..., md) un point de 0, tel que m,, < 0. On a 
;12(n) h, = 1 xj cN/ 217) 
( ,t c.2 
JJ X-(w N/l) i xy, 
/cc, /=I 
= n x~ n xr”‘-N,+2L, 
i I > 
n x;“’ wib, 
it c, ,t C‘2 is c; 
Comme, pour j, E C2, m,,<O, m,- N,,+2L, tend vers --cc quand N,, 
tend vers cc et le point (h)isc,T Cm,-N,+2L,),,,-,, 
(m,- n, + L,),, c,) E Zd n’est pas 1 distance finie quand inf N, tend vers I’in- 
fini. 
La somme qui apparait dans I, et qui est Ctendue aux h, = Z7xy, 
m=(m ,,..., m,)EQ,, tend vers zero, quand inf N, + cc et j E C, (car c’est 
un element de L’(U’)). 
(b) Soit maintenant m = (m, ,..., md) E !Z2*, tel qu’il existe done I, E C, 
pour lequel n,, < 0 et par definition de I, E C3, on a L,, <n,, < N,,, - L,,. 
La somme dans (3) &endue aux h,=ny=, p=f’, m= 
(m, ,..., md) E Q,, et soit tres petite soit bornte selon que n E s~,~ est dans un 
voisinage de l’infini ou A une distance finie. Precisons: E > 0, soit N, deter- 
mine par F > 0. On decompose sN,k = sh,, us’,./, qui est une partition avec 
S;,k = {n = (n, ,.‘.> %) E SN,k ; %, E c,, n/, 3 No 1. 
Soit n E sk,, definissons le sous-ensemble suivant: 
&No = (((m,), (m, - N, + 241, (m, - n, + L,)) E L”, (CL 4 E c, x C? x c,, 
m = (m, ,..., md) E .Q,, n,, 3 No}. 
Si n 6 s$,~, nous delinissons alors: 
<d&= {((ml), (m,-N,+zL,), (m,-n,+L,))Ez”, (i,i, 4 E c, x c2 x c,, 
m2sQ2,no<N,,). 
Posons A,(n) h, = nf=, XT,= f”, alors la 2e somme dans (3) s’ecrit: si 
n E s;,k, 
c I (ffhr.Gu(n,Y x m’>12 = r,(u(n)), 
m’ = (mi....,mb) s 4~~ 
2 s’ nESN,k, 
c x”‘>l’= f,(u(n)). m’ =(mi ,....mb) E .dj$ 
N, est alors choisi, lorsqu’on se donne E > 0, tel que &NO qui contient le 
point m,,- n,,+ L,,, (n,>, N,) soit un voisinage de l’infini et que la somme 
ci-dessus ttendue 1 dNO soit unferieure A E > 0. 
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Quant a Ia somme &endue a &‘&, elle peut etre majoree par 
II H@2L II < II ~/sll; 
(c) Considerons la somme du type precedent &endue aux elements 
j, 1”; = xrn’ E A*(m) HZ (C, ). 
Rappelons que Z( C,) = {WI = (m, ,..., m,)eZ$ 3j~C,, mj<O}. Soit P,, le 
projecteur orthogonal de L2(Td) sur HZ- (C,). 
Considtrons la somme du type precedent Ctendue aux elements 
q&&(n) H2-(C,): 
Mais nous avons 
En effet, soit q’ E HZ - (C, ) 
or 
;I,(n)q’=f= fi Xrn, 
( > ,=I 
N’+ L/ avec m = (mi) E Z( C, ). 
m’ peut done &tre decrit par m’ = ((m,), (m, - Ni + 2L,), (m, - n, + L,)) E Z” 
avec (i,/, I) E C, x C, x C, et m E Z(C,). Les seuls indices modifies dans les 
coordonntes de m’ sont ceux correspondant A (j, I) E C, x C,, done par 
definition de Z(C,), m appartient aussi A Z(C,), par consequent 
Z,(n) q’ E HZ- (C,) et on obtient la relation annonde. I1 s’ensuit alors que: 
(d) Soit V(N) = nf=, (N;+ l), Ctudions la quantite: 
1 
1 IIHd,ti, II ‘. 
V(N) ’ - kld n t  ,n,i 
Nous avons etabli en a), b) et c) que: 
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tenant compte de la decomposition de s~,~ dans b), on a: 
Notons que u(n) E u(s~,~) = Hi, c, CoLil FIje C*CLj + l 2Lj1 FI/E c’j iLlI et 
done u(n) varie dans un ensemble lini d’indices. Nous avons Ctabli dans 
(b), que E>O, 3N, tel que, ~ES;,~, N> N, alors t,(u(n)) <E. On peut 
choisir N,, pour que Vu(n) E s N,k, t,(u(n)) < E. Nous avons par ailleurs 
majore t,(u(n)) par II l/gll$ lorsque n E~fv.~. 
11 vient done 
1 t,v(u(n)) <E card SjVk 
I n t S!V.I 
et 
1 t,(u(n))<card s%,~ 
2 
n E j,\,k 
On a card s~Y.~ d card s~,~ = ni, c, v c2 L, n,, c‘l (N, - 2L,) et comme 
sZN,k = inEs,k, tel que n,, < No), 
card s$ k = n (L,+ 1) n (~,-2L,)x(~o-2L,J. 
lEC‘,“C2 It c‘,‘, { /o ) 
On peut alors tvaluer, en notant que card C, = d-k 
card $.,, k ” L- rI,E.,(N,-2L) 
cnP-,(~~+i))l-kid=;~~,~~~ l(r~:‘=, (~~+ipd)d-k 
et 
card s’, k 
Cl-If=, (N,+ I’)lid)d-k=Ltc,“c* 
n 
Comme card C,\ { 1,) = d- k - 1, on peut encore ecrire 
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Comme limi”fN _ a; 
permet d’obtenk 
(N+ l)/(nf= ,(N,+ l)“d=~,, VIE { l,..., d}, ceci now 
lim 
1 
infN,-cc (j-I:‘_, (N,+ t)l’d)d-‘“~~,*r,(u(n))=O 
et 
(e) fitudions l’existence de la seconde limite. Rappelons que 
u(n) = ((n,), (n, - N, + 2Lj), (L,)); (i,j, 1) E C, x C, x C3. On en deduit que 
si H’ = ((n,), (n,), (n;)) alors u(n) = u(n’). On peut reduire ainsi la somme 
suivante: 
et 
car 4sN,k) = Lc,C%I IIje.,CLi+ 1 241 II,,c, ihI ne d-%end pas de 
N= (N1,..., Nd) et la limite est finie et ne depend que de l/g et de son spec- 
tre, (et du choix de C,, C,, C, partition de {I,..., d)). Comme 
c, = {l,..., d}\(C, u C,)), le choix de s~,~ ne depend en fait que de C,, 
dont on impose card C, = d-k et C, dont le cardinal est inferieur ou Cgal 
B k. 
On notera desormais u(s,,,J = Q(C, C’), oti on pose C = C, et c’ = C,. 
Les sous-ensembles SN,k spectres des polynbmes EN,k sur lesquels sont 
definis les operateurs A,,,, sont reunion iinie de sous-ensembles s~,~, 
reunion qui correspond aux choix de (C, C’) avec card C ~5 k et card 
C’=d-k. 
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On obtient ainsi: 
&ape 2. lhdions le comportement de P, 4, P Q,,,.I,~~. D’aprts ce qui 
prtdde pour n fixt 
On obtient alors 
Pour tout hEn2+. on a 
Comme A,(n) = nitc xf’ 2L~ n,, c, x;“- m/m Q, A,(n) h E p2 + Le produit 
scalaire prkkdent est done Cgal A 
Comme d’autre part AZ(n) A,(n) = ny= 1 ~7 2L~, 
A,(n)/i,(n) hEi?‘+. 
Posons h=n x;‘=f oh r= (rl ,..., rd)eti: = {Y= (r ,,..., r,)eT’, 31, r(>O}. 
Considttrons alors la quantitk 11 P, $, P_ 1c/,(,) 1) 2. Elle est &gale A: 
c (r,....,‘d) E 21; l(P+ G%LJ’cHI~~$~(~,~ A,(n) Jdn) FI x:)1*. 
Posons xs = A,(n) A,(n) h et z$ (n) = (N, - 2L, ,..., N,- 2Ld) + 12:. La 
somme considkrte ci-dessus devient: 
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Lorsque inf, G jc d N, tend vets l’infini, Z:(H), ne contient pas de point a 
distance finie (c’est un voisinage de l’infini), cette somme tend done vers 
zero puisque P, &PCH42L$,c,J E L2(Td). 
Considerons maintenant la somme etendue a s~,~: 
Or comme nous l’avons remarque precedemment u(n) = u(n’) si n et n’ 
ne different que par les composantes d’indice dans C’. La somme 
prectdente s’ecrit alors: 
Comme card u(s~,~) est fini la somme dans le 2eme membre de l’egalite 
ci-dessus tend vers 0, d’apres ce qui precede. 
La premiere limite tend par hypothese vers 
Comme la seconde limite tend vers zero ainsi que nous l’avons remarque, 
la limite totale est nulle. 
Passons maintenant a S,,, qui est une reunion finie de s,,~, on obtient 
Nous en deduisons immediatement que pour tout p fini 
lim l/V(N)l--k’d 
infN + CL 
Idj<d 
Nous avons par ailleurs dtmontre dans la proposition 1 qu’il existe K, 
O<K<l, tel queVN, IIH,*,H,J<K<l. 
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Pour E > 0 donnt on peut choisir p tel que Kp/( 1 - K) < F. I1 s’ensuit alors 
ve 
Comme E>O est arbitraire cette limite est nulle. On a au total, comme 
SN,k est une r&union linie de s~,~: 
et ainsi, pour k = 2, 3 ,..., d, on a (ii), 
= c 
c’= (l,..., d) cc {I ,..., J}‘.c’ 
card C’= d- k 
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